
公式集（数学Ⅲ・C） 頭に入っていますか？ 

＜関数と極限＞ 
① 分数関数 

bax
bcxy

+
+

= のとき割り算の商と余りを利用して 

qx
rpy
-

+= と変形できる。このときグラフは、漸近線が、

pyqx == , の直角双曲線になる。 
② 無理関数 

 )(xfky = のグラフは、 )(22 xfky = のグラフで、 

0>k のとき x軸より上半分。 
0<k  のとき x軸より下半分。 

 特に、 baxy += や baxy +-= は完璧にしておくこと。 

③ 合成関数 
 yxf ®: が )(xfy =   

yxg ®: が )(xgy =  
))(()(: xgfxgxgf fg ¾®¾¾®¾  

この関数は、 ))(()( xgfxgf =  
④ 逆関数 

)(xfy = が１：１のとき 
)()( 1 yfxxfy -=Û=  

逆関数を作るには、定義域に注意して 
)(xfy = を xについて解き )(1 xfx -= とし、 

ここで xと yを入れ替えて )(1 xfy -= とする。 
⑤ 数列の極限 

収束： a=
¥® nn
alim  （極限値がa ） 

発散： +¥=
¥® nn
alim  （ ¥+ に発散） 

   -¥=
¥® nn
alim  （ ¥- に発散） 

   na が振動 （極限値なし） 
⑥ 知っているべき数列の極限 

(a) 0>k のとき +¥=
¥®

k

n
nlim  （ ¥+ に発散） 

(b) 0<k のとき 0lim =
¥®

k

n
n  （極限値０） 

(c) n

n
a

¥®
lim について、 

  1-£a のとき振動 

  11 <<- a のとき
n

n
a

¥®
lim ＝０ 

1=a  のとき
n

n
a

¥®
lim ＝１ 

1>a のとき +¥=
¥® nn
alim  

⑦ 数列の極限に関する公式 

 a=
¥® nn
alim 、 b=

¥® nn
blim のとき 

（ ¥®n のとき、 ba ®® nn ba , とも書く） 
 (a) nn ba > Þ ba ³  

  (b) ba ±=±
¥®

)(lim nnn
ba 、 ab=

¥® nnn
balim 、

b
a

=
¥®

n

n

n b
a

lim  

   （ 0¹b ）が成立する。 
⑧ 無限等比級数 

  ×××++×××+++= -
¥

=

-å 12

1

1 n

k

k arararaar  

 収束・発散について数列の極限と混同しないように注意せよ 

 収束するのは、 11 <<- r のときのみで、その和は
r
a
-1

 

1³r のとき 0>a ならば ¥+ に発散で 0<a ならば ¥- に発散 
1-£r のときは振動（発散）する。  

 
＜関数の極限＞ 

 a=
®

)(lim xf
ax

 または ax® のとき a®)(xf と表記する。 

 ① a=
®

)(lim xf
ax

、 b=
®

)(lim xg
ax

 のとき以下が成立する 

  acxcf
ax

=
®

)(lim  （cは定数） 

  ba ±=±
®

)}()({lim xgxf
ax

 (複号同順) 

  ab=
®

)}()({lim xgxf
ax

 

  
b
a

=
® )(

)(lim
xg
xf

ax
 （ 0¹b ） 

②右方極限、左方極限について 

a=
+®

)(lim
0

xf
ax

、 b=
-®

)(lim
0

xf
ax

（極限の存在） 

特に、 ba = のとき、 a=
®

)(lim xf
ax

と書くことができる 

（つまり、右方極限と左方極限の一致する場合である）
 

③不定形の極限の対処法 

 
0
0
型のときは、分数式ならば約分、無理式は有理化 

 
¥
¥

型のときは、分母分子を分母の 高次数で割る 

 ¥-¥ 型のときは、無理式は有理化、整式は 高次数の項で

くくり出す 
 
注）右方極限、左方極限は、 )(xfy = のグラフの概形を調べる

ときにも利用される。（漸近線の存在） 
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＜三角関数・指数関数・対数関数の極限＞ 

① 1sinlim
0

=
® x

x
x

 （ xは、ラジアン角） 

② 718281.211lim @=÷
ø
ö

ç
è
æ +

±¥®
e

x

x

x
 （自然対数の底） 

③指数関数・対数関数のグラフからも分かるように 
 (1) 1>a ときは 

 +¥=
+¥®

x

x
alim 、 0lim =

-¥®

x

x
a  

 +¥=
+¥®

xax
loglim 、 -¥=

+®
xax

loglim
0

 

 (2) 10 << a のときは 

 -¥=
+¥®

x

x
alim 、 +¥=

-¥®

x

x
alim  

 -¥=
+¥®

xax
loglim 、 +¥=

+®
xax

loglim
0

 

＜関数の連続性＞ 

)()(lim afxf
ax

=
®

のとき、すなわち )(lim xf
ax®

が存在し、それが )(af

の値と一致する場合に、この関数は、 ax = で連続である 
＜中間値の定理＞ 
閉区間 [ ]ba, で連続な関数 )(xf は、その区間で )(),( bfaf の間の

任意の値をとる。特に 0)()( <bfaf ならば、区間 ),( ba に 0)( =cf
となるcが、少なくとも 1 つ存在する。 
（方程式の解の存在を示す場合に利用される。） 
＜導関数＞ 

① ax = における微分係数 
h

afhafaf
h

)()(lim)(
0

-+
=¢

®
 

② 導関数の定義：
h

xfhxfxf
h

)()(lim)(
0

-+
=¢

®
 

＜微分法＞ 
① 積の微分： )()()()()()( xgxfxgxfyxgxfy ¢+¢=¢Þ=  

② 商の微分： 2)}({
)()()()(

)(
)(

xf
xgxfxgxfy

xf
xgy

¢-¢
=¢Þ=  

③ 合成関数の微分：
dx
du

du
dy

dx
dy

=  

 )(ufy = で )(xgu = のとき、つまり 
))(( xgfy = Þ )())(( xgxgfy ¢¢=¢ である 

④ 陰関数の微分： 0),( =yxF のとき、yを xの関数とみて両辺 
 を xで微分する。 yが xの関数のときは、 

 
dx
dyyf

dy
dyf

dx
d

×= )()( を利用する 

⑤ 対数微分法：両辺の対数をとり、両辺を xで微分する。 

⑥ 逆関数の微分：
)(

11
xf

dx
dydy

dx
¢

==  

  
⑦ 媒介変数表示された関数の微分 
  )(,)( tgytfx == のとき 

  
)(
)(
tf
tg

dt
dx
dt
dy

dx
dy

¢
¢

==  

＜高次導関数＞ 

 )()( xf
dx
dxf ¢=¢¢ 、 )()( xf

dx
dxf ¢¢=¢¢¢  

 )()( )( xfxf
dx
d n

n

n

=  （n階微分） 

＜基本的な関数の微分＞ 
0=¢Þ= ycy  （cは定数） 

1-=¢Þ= nn nxyxy  （nは実数） 
xyxy cossin =¢Þ=  
xyxy sincos -=¢Þ=  

x
yxy 2cos

1tan =¢Þ=  

x
yxy 1log =¢Þ=  

ax
yxy a log

1log =¢Þ=  

xx eyey =¢Þ=  
aayay xx log=¢Þ=  （ 1,0 ¹> aa ） 

＜平均値の定理＞ 

①関数 )(xf が区間 [ ]ba, で )(xf ¢ をもてば、 )()()( cf
ab
afbf ¢=

-
-  

 となるcが、区間 ),( ba に少なくとも 1 つ存在する。 
②表現の仕方を変えると以下の式を満たすq が存在する。 
 )()()( hafhafhaf q+¢+=+  （ 10 <<q ） 
（極限値を求める問題にも応用される） 

＜接線・法線＞ 
接線： 
 曲線 )(xfy = 上の ax = における接線の方程式は、 
  ))(()( axafafy -¢=-  

法線： 
 曲線 )(xfy = 上の ax = における法線の方程式は、 

  )(
)(

1)( ax
af

afy -
¢

-=-  

＜関数のグラフ＞ 
)(xfy = で、 )(xfy ¢=¢ を求め )(xf ¢ の符号を調べて関数の増

減や極大値・極小値を調べるのは、数学Ⅱと同様だが、

)(xfy ¢¢=¢¢ の符号を調べて、曲線の凹凸や変曲点を調べること

ができる。変曲点とは、グラフが下に凸から上に凸に変わる点、

またはグラフが上に凸から下に凸に変わる点である。通常は、微

分可能な点なので、 0)( =¢¢ xf になる xの値の前後で符号が変わ 
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 るかを調べることになる。微分可能な点ではないときは、極値

と同様に注意を要することになる。 

また、漸近線については、 ±¥=
±®

)(lim
0

xf
ax

のとき ax =  

0)}()({lim =+-
±¥®

baxxf
x

のとき、 baxy +=  

さらに、グラフの対称性、座標軸との交点、不連続点、存在範

囲に注意をして概形を描くことができる。 
＜近似式＞ 
  hが十分小さいとき 
 ①1 次の近似式 
  hafafhaf )()()( ¢+@+  
  hax += とすれば、 
  ))(()()( axafafxf -¢+@  
 さらに、 xが十分０に近ければ 
  xffxf )0()0()( ¢+@  
 特に、近似式 pxx p +=+ 1)1( は、有名である。 
 ②２次の近似式 

  
2)(

2
1)()()( hafhafafhaf ¢¢+¢+@+  

 ③ xD が十分小さいときは、 

  xyy D¢=D と考えて良い。 
 ＜基本的な不定積分＞ 
 積分定数をCとする 

① C
n
xdxx
n

n +
+

=
+

ò 1

1

（ 1-¹n ） 

② Cxdx
x

+=ò log1  

③ Cxdxx +-=ò cossin  

④ ò += Cxdxx sincos  

⑤ Cedxe xx +=ò  

⑥ C
a

adxa
x

x +=ò log
 

＜積分法＞ 
① 置換積分 
 txg =)( とおくと dtdxxg =¢ )( より 

 ò ò=¢ dttfdxxgxgf )()())((  

 例： txtxtxtbax ==-==+ sin,1,, 2
等々 

 または、 )(tgx = とおき dttgdx )(¢=  

 òò ¢= dttgtgfdxxf )())(()(  

  例： batxtxtax +=== ,tan,sin 等々 
 注意：定積分のときは、積分範囲が変わるので気をつけること 
② 部分積分 

  ò ò ¢-=¢ dxxgxfxgxfdxxgxf )()()()()()(  

   注意：定積分のときは、求める積分を I とおいて、繰り返し

部分積分を使って求める方法がある。 
③ 式の変形 
積和の公式 

 )}sin(){sin(
2
1cossin bababa -++=  

 )}sin(){sin(
2
1sincos bababa --+=  

 )}cos(){cos(
2
1coscos bababa -++=  

)}cos(){cos(
2
1sinsin bababa --+-=  

その他、三角関数の公式、割り算、有理化、部分分数分解で対応

する。 
注意：置換積分と変形を組み合わせて、三角関数を有理式に変

形する方法もあるが乱用は避けよう。 

   tx
=

2
tan とおくと dt

t
dx 21

2
+

= で、 

   21
2sin
t
tx

+
=  2

2

1
1cos
t
tx

+
-

=  21
2tan
t
tx

-
= を利用で

きる 
＜定積分＞ 

 [ ] ==ò b
a

b

a
xFdxxf )()( S （S は符号付面積） 

  
2

2
22 adxxa

a

a

p
=-ò- （円の半分の面積）は有名。 

＜定積分の基本性質＞ 

     (0) òò =
a

b

b

a
dxxfcdxxcf )()(  

(1) ò =
a

a
dxxf 0)(  

      (2) òò -=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(  

      (3) ò ò ò=+
b

a

c

b

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

      (4) ò ò ò ±=±
b

a

b

a

b

a
dxxgxfdxxgdxxf )}()({)()(  

      (5) ò ò
- ïî

ï
í
ì

=
a

a

a

xf
xfdxxfdxxf

奇関数）（

偶関数）（

:)(0

:)()(2)( 0  

      (6) òò ³Þ³
b

a

b

a
dxxgdxxfxgxf )()()()(   
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余裕があれば、シュワルツの不等式も覚えよう 

 { } ÷
ø
öç

è
æ÷
ø
öç

è
æ£ òòò

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 22

2
)}({)}({)()(  

＜微分と定積分＞ 

 ò =
x

a
xfdttf

dx
d )()(  （数学Ⅱと同じ） 

＜区分求積＞ 

  xkax
n
abx k D+=

-
=D , として、 

 xxfxxfdxxf
n

k
kn

n

k
kn

b

a
D=D= ååò

=
¥®

-

=
¥® 1

1

0
)(lim)(lim)(  

 積分を利用して極限値を求めることに利用される。計算を楽にす

るため以下の式が良く用いられる 

   ÷
ø
ö

ç
è
æ= åò

=
¥® n

kf
n

dxxf
n

kn 1

1

0

1lim)(  

＜面積＞ 
 )(xfy = と x軸に挟まれた部分の面積 

 ò=
b

a
dxxfS )(  

２曲線に囲まれた部分の面積 

 ò -=
b

a
dxxgxfS )()(  

＜体積＞ 

 切り口の面積が、 )(xS のときは ò=
b

a
dxxSV )(  

 ò=
b

a
p dxxfV 2)}({  （回転体の体積） 

＜曲線の長さ＞ 
 ① )(xfy = の孤の長さ 

  dxxfs
b

aò ¢+= 2)}({1  

 ② )(,)( tgytfx == の孤の長さ 

  dttgtfs
b

aò ¢+¢= 22 )}({)}({ ｎ  

＜速度・加速度・点の位置＞ 
 時刻 tの関数として、点の位置が )(tss = のとき 

 
点の位置

)(ts ¾¾®¾微分

速度

)(tv ¾¾®¾微分

加速度

)(ta  

計算上は、 )()(),()( tatstvts =¢¢=¢  

 逆に考えて、
加速度

)(ta ¾¾®¾積分

速度

)(tv ¾¾®¾積分

点の位置

)(ts  

計算上は、 ò +=
t

a
asdttvts )()()( 、 ò +=

t

a
avdttatv )()()(  

注）平面運動のときは、ベクトルとして扱う。 

  速度ベクトル ))(),(( tvtvv yx=
  

  加速度ベクトル ))(),(( tataa yx=
  

  注）速さはベクトルの大きさ v である。 

＜道のり＞ 

 dttvl
t

aò= )(  

＜行列＞ 
ベクトルの拡張で、各成分を縦横に並べたものである。 

ijx ：i 行 j 列目にある成分 

＜行列の演算＞ 
 和、差、実数倍に関しては、各 i 行 j 列目にある成分で、和、差、

実数倍をすれば良い。したがって、i 行 j 列の型が同じ（i×j 型
同士）でないと演算は不可である。掛け算については、i×j 型と

j×k 型が演算可能で、計算結果は i×k 型となる。 
 特に、次の形の場合が多い。 

 ( ) bdac
d
c

ba +=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
  ( ) ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
bdbc
adac

dc
b
a

 

 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++
++

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
dhcfdgce
bhafbgae

hg
fe

dc
ba

 

 
n個の行列 Aを掛けたものは、

nAAAAAA =××× と書く。 
また、一般には、 BAAB ¹ で、交換法則は不成立である。 
 
実数の掛け算での１と同様に、単位行列Eが存在し、左から掛け

ても右から掛けても変わらない。 AAEEA == である。 

２×２型のときの単位行列は ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
10
01

 

また、全ての成分が 0 の行列を零行列と呼び、零行列０について

は、実数の 0 と同様に OOAAO ==  
ただし、 OBOA ¹¹ , であっても OAB = となることがある。 
（つまり、実数とは違い、零因子の存在に注意する。） 

２×２型のときの零行列は、 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
00
00

 

割り算については、実数で逆数を掛けることにより計算するのと

同様に、逆行列
1-A を掛けることにより演算を行う。 

逆行列とは、掛けたときに単位行列Eになる行列であり、これは

実数で、掛けて１になる数を逆数と呼ぶのと同じである。 
EAAAA == -- 11  

特に、２×２型のときの逆行列は、 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

dc
ba

A Þ ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
-

=-

ac
bd

bcad
A 11  

ただし、 0¹-=D cbad  
もし、 0=-=D cbad ならば逆行列は存在しない。 
（実数 0 に逆数が存在しないのと同様である。） 
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n個の行列 Aを掛けたものは、
nAAAAAA =××× と書く。 

＜ケーリー・ハミルトンの公式＞ 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

dc
ba

A のとき、 

 OEbcadAdaA =-++- )()(2
が成立する。 

 これは、
nA の次数を下げて計算する場合に良く使われる。 

＜逆行列の利用＞ 
1-A  が存在するならば、一次方程式と同様に、 

BAXBAEXBAAXABAX 1111 ---- =®=®=®=  
または 

1111 ---- =®=®=®= BAXBAXEBAXAABXA  
と変形ができる。 
上記のことを利用すれば、連立２元１次方程式 

î
í
ì

=+
=+
qdycx
pbyax
ｐ 

を行列を用いて解くことができる。 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

dc
ba

A  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

y
x

X  ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

q
p

B  とおけば 

連立２元１次方程式は、 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
q
p

y
x

dc
ba

、つまり 

BAXBAEXBAAXABAX 1111 ---- =®=®=®=  

だから、 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

q
p

dc
ba

y
x 1

を計算すれば良い。 

＜行列の基本変形＞ 
 ①二つの行を入れ替える 
②ある行に 0 でない実数を掛ける 
③ある行に他の行の実数倍を加える 

注）連立２元１次方程式は行列の基本変形で消去法を用いても

求めることができる。 
®= BAX BA , を基本変形して QEX = の形にすれば 

解は QX =  
＜２次曲線＞ 
  eを離心率とする 

① 円：
222 ryx =+  焦点 )0,0(  準線なし 

② 楕円： 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 焦点 )0,( 22 ba -±  準線
e
ax ±=  

③ 双曲線： 12

2

2

2

=-
b
y

a
x

 焦点 )0,( 22 ba +±  準線
e
ax ±=  

④ 放物線： pxy 42 =  焦点 )0,(p  準線 px -=  
 
注意：楕円での 0>> ba と 0>> ab の違い。双曲線での

12

2

2

2

=-
a
x

b
y

、放物線 pyx 42 = も、焦点、準線、どのような図

形になるかを押さえておくこと。 
＜２次曲線の接線＞ 
 接点 ),( 11 yx のとき 

 ①円：
222 ryx =+ →接線 

2
11 ryyxx =+  

②楕円： 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

 →接線 12
1

2
1 =+

b
yy

a
xx  

③双曲線： 12

2

2

2

=-
b
y

a
x

 →接線 12
1

2
1 =-

b
yy

a
xx  

④放物線： pxy 42 =  →接線 )(2 11 xxpyy +=  
接線の作り方を統一して覚えておこう。 

＜２次曲線の平行移動＞ 
  x軸方向に 1x 、軸方向に 1y 平行移動する 
 0),( =yxF ® 0),( 11 =-- yyxxF  
＜離心率＞ 
 定点 F と定直線ｇからの距離の比が 1:e と、一定である点 P の

軌跡は、① 10 << e のとき楕円  離心率
a
bae
22 -

=  

     ② 1=e のとき放物線  離心率 1=e  

     ③ 1>e のとき双曲線  離心率
a
bae
22 +

=  

     [④ 0=e のとき円] 

 定点 F と定直線ｇに下ろした垂線の足をＨとする。
PH
PFe = を

離心率という 
 注）焦点 F、準線ｇである 
＜媒介変数表示＞ 

① 円： qq sin,cos ryrx ==   
② 楕円： qq sin,cos byax ==   

③ 双曲線： q
q

tan,
cos

byax ==   

④  サイクロイド： )cos1(,)sin( qqq -=-= ayax  
⑤ 放物線： pxy 42 = は ptyptx 22 == ,　  

＜極座標と極方程式＞ 
 直交座標 ),( yx と曲座標 ),( qr の関係 
 qq sin,cos ryrx ==  

222 ryx =+  
 特に、曲方程式 )(qfr = で表される曲線は、 
 qqqq sin)(,cos)( fyfx == である。 
 良くある極方程式 

① 中心 ),( 00 qr 、半径aの円：
2

00
2
0

2 )cos(2 arrrr =--+ qq  

注）左辺は、２点 ),( qr ),( 00 qr 間の距離を表す 
② 極 O を通り、始線 OX となす角がαである直線： aq =  
③ 点 ),( aaA を通り、OA に垂直な直線： ar =- )cos( aq  
                   )0( >a  

＜色々な曲線＞ 
① カージオイド（心臓形）： )cos1( q+= ar  
② アルキメデスの渦巻き線： qar =  
③ 正葉曲線： qar sin=  
④ リマソン（蝸牛線）： qcosbar +=  
⑤ レムニスケート： q2cos2 22 ar =   

http://www.hi-ho.ne.jp/~saigou/sugaku.htm

